[Note] A Note on Simple Model of Market General Equilibrium by 神保 一郎 & Jimbo Ichiro
[研究ノート] 簡単な市場均衡モデル : アロー=ハ
ーン『一般競争分析』研究(2)
著者 神保 一郎
雑誌名 關西大學經済論集
巻 34
号 1
ページ 37-56
発行年 1984-04-25
その他のタイトル [Note] A Note on Simple Model of Market
General Equilibrium
URL http://hdl.handle.net/10112/14427
37 
研究ノート
簡単な市場均衡モデル
—ァロー＝ハーン『一般競争分析』研究 (2) -
神 保 郎
ここでは家計と企業の2種類の有限個の経済主体があり，家計はH個，企業はF個がそ
れぞれ存在するものとする。各主体はその行動の決定に当って完全に独立しており，その
数は十分に多数であると考える。すなわち完全競争市場を仮定する。このような市場で，
各主体が互いに矛盾しない決定を行いうる価格の集合が存在するや否やが，ここでの主題
である。シェクスビアのハムレットの中の有名な言葉をもじれば"Tobe or not to be, 
that is the question"となろう。この問題の入門的の解説はグラフを使って，需要曲線
と供給曲線との交点で均衡価格P*と均衡量 q*が決定されるとする部分均衡論的なもの
が与えられるのが普通である（図1)。
しかし，このような，ごく入門的なものであってすら，多くの矛盾をはらんでいると言
わざるを得ない。例えば，需要曲線は無差別曲線から導かれたものであろうが，そこで重
要な役割を果したのは相対価格であって絶対価格ではない。また供給曲線も拡張径路の導
出までは相対価格が主役，その後は絶対価格らしきものが登場して限界生産性＝価格の点
で曲線が導かれる場合が多い。したがって，部分均衡論を取る場合の困難の1つは無差別
曲線を使用して説明した消費者行動の結論を効用の可測性を認めた場合にしか導けない需
要曲線と，どう結び付けるかである。もっとも現在の経済学が取り上げられる貨幣の機能
は，入門的な分野でもそう単純でないから，例え部分均衡論を取ったとしても，限界効用
均等の法則が需要曲線を導くのに役立つかどうかは明らかでない。
では一般均衡理論の立場にたてば，全ての論理的な整合性が保証されるかと言えば，決
してそうではない。一般均衡理論の祖レオン・ワルラスは『純粋経済要論」の第3編第11 . 
章の終りで，方程式の数と末知数の数とが一致することを述べた後「このようにして，…
…価格が数学的に決定せられることが明らかになった」としている（〔7〕原著 p.121 
訳 p.130)。しかし，非常に簡単な例で，これが必ずしも真でないのがわかる。
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｛年5y=10
6x+10Y=20 
であれば解は無限個あり，また
｛紅十5Y=10
紐十5Y=20
であれば解は無いが，これは平行線を示しているからである。このような偉大なる天オに
よっておかされた誤ちは，その後長く尾を引いて経済学の進歩の障害となったけれども当
時の経済学や数学の発達・普及の程度からすれば許されるべきものであって，いささかも
ワルラスの経済学への貢献と偉大さをそこなうものではない。この問題が不動点定理の利
用によって解決し，広く経済学者の間に受け入れられたのは1950年代に入ってからのこと
であった。ワルラスのおかした誤りについて，ワルラスの研究家ジャフェは次のような興
味ある説明を加えている。「•…・・ワルラスには元来数学者としての素養が不足していたの
である。彼は数学的直観力を具えてはいたものの，その分野について系統的な訓練をほと
んど受けていなかった。この数学に関する技術的能力の欠如のゆえに，彼は，自分の方程
式体系が何らかの解をももちえないかもしれないというレクシスの鋭い批評を，まった＜
理解することができなかった。ワルラスは生涯の最後の日まで，未知数の数と独立な方程
式の数との整合が，要求される解の存在を保証するに足りると，確信しつづけたのであっ
??
?
?
た。」（〔4〕pp. 49-50) この問題は一
般に考えられているよりははるかに重要
である。なぜならば，実際に市場では取
引が成立し，解の存在するのが示されて
いるからである。あるモデルについて解
の存在を証明できないならば「……分析
上有効でないのみならず，現実的でもな
いという理由で，われわれはこのモデル
をすてようと，するであろう」（〔2〕p. ?
q* 
図 1
数最 493)。
ここではまず， 2種類の財およびサー
ビスが存在する場合，超過需要が対応ではなくて関数で示される場合，解の存在について
の考察を進めて行きたい。それについで l種類の財のある一般的な場合について解明す
る。
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1. 財ベクトルと価格ペクトル
財およびサービスは l種類が存在するものとする。物的特性および空間的位置・受渡
しの時間の異なるものは， それぞれ別の財と考えられるのも通常の理論通りである。第
i財の価格はかであるが，全て現時点での価格である。 t期後にある別の地点で手渡さ
れる財の場合，かはその取引を成立させるために今期に契約が成立した場所で支払われ
る価格を示している。かを成分とするベクトルは価格ベクトルで P で示すこととする。
家計が需要であるいは供給する第 i番目の財の量を約で示し，企業が供給あるいは需要
する第 j番目の財の量を巧で示す。 h番目の家計が需要する量は石iであり， Xh;<O
は家計hの供給する第 i番目の財あるいはサービスであり， Xh;::C:〇はそれが需要する量
である。また凸は家計 hの需要ベクトルであり
功=:EXki
h 
は非負であれば第 i財に対する総需要， 負であれば生産要素， またはサービスなどの総
供給であり，
X=エXh
は全家計の総需要ベクトルである。 Xh および~ は言うまでもなく l次元ユークリッド
空間に属するベクトルである。
企業fの第i財に関する決定を Yfiで示す。 Yf;<Oの場合は生産過程への投入物で
あり， Yf;~O の場合は，この財が企業 f の産出物であるのを示している。 Yf は企業 f
の生産ベクトルであり' l次元ユークリッド空間を炉示せば Yr巴RIである。家計の
場合と同様に
Y;=:EYfi, Y=工Yf
を経済全体の産出量（成分が非負である場合）と投入量（成分が負である場合）とにわけ
る。
経済は無から有を生み出すことはできないので何らかの初期保有量をもっており，その
所有は全て家計に所属しているものとする。家計 hの初期保有ベクトルを元h20とし
元＝エ西とする。市場均衡の場合，需要関数と供給関数を 1つ1つ考えるよりも
h 
（超過需要）＝（需要）ー（供給）
として考える方が，式の数が半分になって簡単化しうる。第 i財の需要は功，供給は企
業で生産されたものと初期保有量の両方を合計したものとなるから， Y;十ふである。第 i
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財の超過需要を街で示せば
(1984年4月）
街＝功一切＋ふ）＝功一Yiー ふ (i=l, 2, ・・, l) 
となる。街を成分とするベクトル Z を超過需要ベクトルを言う。約も Yiも全てその財
の価格の関数である。ただし西，元は givenであって価格 Pの関数ではない。したが
って Z も全ての財の価格の関数となる。前に述べたように必ずしも関数とならず， 1つ
のPに対して数多くの異なった Xやリが決まり対応となる場合が普通であるけれども，
ここでは特に簡単化のために 1つの Pに対して 1つの X とリが決まると仮定しておこ
う。このことを明確にするために次の仮定をおく。
仮定1(関数の仮定）
どんな Pにも，それに対応して，ただ1つの数 z;(P)が決まり，
過需要関数と名づける。
これを第 i財の超
この仮定は一見するよりも非常に一般性を欠いたものである。生産の理論でよく設けら
（以後CRと略す）がある。事実，実証的なれる仮定として constantreturn to scale 
研究においても，この仮定がほぼ満たされる場合が多い。 CRの場合，投入量を2倍にす
k>oとすればれば産出量も 2倍，
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k倍の投入最に対して K倍の産出
量を生産しうる技術的関係を示して
いる。ここで無償で財を処理 (free
disposal)が出来るものと仮定する
ならば生産可能領域は Y1となる
（図2)。企業fにとって第 i財
．が投入物，第 j財が産出物である
とする。巧の境界半直線 oQの
勾配と 2財の価格比 pQが一致し
た場合には oQの半直線上全部が
利潤 PYtを最大にする。 PYtはベ
クトル P と初の内積であり PY1=:EP;Y;となる。ここで投入物がマイナス，産出物が
i=l 
非負の符号となっているるを考慮すれば
（利潤）＝（総収入）ー（総費用）
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が P町となるのが分るであろう。したがってこの場合産出量は1つの価格ベクトルPに
対して産出量投入量が1つ決まるわけではない。したがって，この仮定は生産の理論にお
ける最も重要な場合を排除することになる。この仮定はゆるめられて供給関数ではなく，
供給対応に拡張するのが普通である。またここでの街(p)はあくままで ex-anteの量
であって，それが全て必ずしも ex-postの量として実現するのではない。
次に全ての価格が k>o倍されたとしても，需要量・供給量に変化が生じるわけではな
い。この場合貨幣錯覚はない。主体の行動は財の相対価格のみによって決定されるのであ
る。
仮定2(ゼロ次同次の仮定）
どんな p>Oとk>oに対しても z(p)=z(kp)が成立する。すなわち超過需要関数は
P に関してゼロ次同次である。
x, yを2つの l次元ベクトルとすると， その成分 X;,Yiが全て x;>Y,のときは X
)>y, 少なくとも 1つは不等号で他は等号の場合は x>u, そのうち全てが等号の場合も
• 含む場合は X2:Y,全ての成分について功=Y;のときはエ=Yでベクトルの大小関係を
示すこととする。
仮定2により P を分析に都合のよいよう， その成分全部を幾倍かしうることになる。
P を考えうる集合のうち， われわれが一番よくその性質を知っている集合に縮少したり
拡大しておいた方が便利である。それは基本単体と言われているものであって，ベクトル
の成分が全て非負の数から成っており，各成分を合計したものが1となるものである。す
なわち確率などでわれわれが慣れ観しんで来た数値である。 l次元空間の基本単体は
S,={p IエP;=1,P>O} 
; =I 
である。 2次元と 3次元の場合については図3および図4に示されたものとなる。基本単
体は有界の閉集合であるから言うまでもなくコンパクト集合である。このような集合の要
素に P をするためには
1 
k=-z>O 
EP; 
とおいて，今までの P の各成分に Kを掛ければよい。こうすることにより， 価格ベク
トルを基本単体の中に閉じ込めることができるのである。ここでは全ての財の価格がゼロ
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図 3 図 4
となる場合と，負となる価格を含む場合と排除していることになる。全ての価格がゼロと
なる社会は実現しそうもないし，公害問題など考えると負の価格の存在も意義が無いでは
ないが，無償処分の仮定を考慮した上で，全ての価格は非負とする。たとえ，そのように
仮定しても， レオンチェフのように公害処理アクティビイティの存在を仮定すれば，必ず
しも非現実的では無い。またp=Oを排除しなければならないもう 1つの理由は k>oで
ある場合， z(p) が不連続となるからである。 p~がであり z(p)~z(p') である場合を
考えれば K→0 であれば kp→0 となる。 z(kp)~z(kp') であるから， 極限では z(O)~
z(O)となって， zはp=Oで不連続となる。 したがって p=Oの場合をここで排除す
るのは経済学的な意味からと論理的な意味からの両方からであると言える。
さて次は（購入額） :;: (収入額）と仮定しよう。通常の状況においては，ごく自然な仮
定であるように思える。何故ならば，ここで対象としているのは staticmodelであり貯
蓄や資本ストックは存在しないか一定と仮定されているからである。総購入額は購入した
個々の財の量に価格を掛け合わせて合計したものであるから h番目の家計について考え
れば PXh となる。収入額の一部分は初期保有量の販売額 Pむから得られる。他は企業
が全て家計により所有されているものとすれば利潤は各家計へある一定の方法（例えば株
券の保有量の割合に応じて）で配分される。家計 hへ配分される割合を dh::C:0とすれば
ヱ必=1である。また一方配分されるべき総利潤は PYである。・企業は利潤がマイナス
となれば操業を停止しうるので非負の数の合計は非負であるので PY20 である。 Xh~
0, 西20でなければならない。何故ならばむ=0であれば何も消費しないのであるか
ら生存は不可能である。西：：：：：：0であるが， p西十dkPY>Oでなければならない。何故な
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れば，何の収入も無ければ全く消費は不可能であるからである。無償財 (freegoods)の
みで生活可能な場合を考慮しても上の関係は
PXh-P西ーdhPY~O
と表わすことが出来よう。
(1) 
さらに家計の消費行動に関しては non-satiationの仮定を置く。すなわち xh>xh'で
あれば必ず Xhの commoditybundleの方が選好される。言葉を換えれば財の量が多い
方が必ず選好されるのである。経済が如何に豊かになったとしても，全ての財の限界効用
がゼロとなり blissに到達しうるようなことは考えられない。 satiationpointの存在
を豊かな経済の特色として議論を展開するボールディングはじめ，一部の経済学者がある
が，それは夢のまた夢と言うべきであり，理論の構造を解が得られぬほど複雑なものとす
る他に何の効果もないであろう。また後で述べるワルラス法則も，このような経済では成
立し得ない。 non-satiationの仮定により， 家計は出来る限り多くの財を消費しようと
するから(1)式は不等号ではなくて等号が成立する。経済全体について合計すれば
~di、py=py
h 
となるから， エXh-P工Xhーエd11py=px-px—py=p(x-x-y)=pz=O となるであろ
/1 I, h 
う。
仮定3(ワルラス法則）
どのような pES1に対しても pz(p)=Oが成立する。
ここで注意しておかねばならないのはベクトル関数 zの独立変数 P と，これに掛け合
わされる価格ベクトル P とが等しいものである点である。次に以下の議論の便宜上，数
学的な仮定を置く。 これはあくまで数学的なものであって， 経済学的な implicationは
無い。
仮定4(連続性の仮定）
ベクトル超過需要関数 z(p)はその定義域ふ全体にわたって連続である。
ふがコンパクトな集合であった。したがって z(p)もコンパクトな集合でなければな
らない。 さて，ここでで， ある消費量より大きいとき P戸 0であったとしよう。 non-
satiationと仮定されたので功は如何に多く消費されても，飽和点に到達することはな
ぃ。ところがか=Oである点では予算制約式(1)は功の需要量を制約しない。 したがっ
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図 5 図 6
て Z;は，プラス無限大とならねばならぬ（図5)。このように non-satiationの仮定と
超過需要関数の連続性との間に矛盾が生じる。この問題の解決については次回にゆずるこ
とにする。ここは均衡解存在証明の第1歩であって，この矛盾に強いてこだわらずに議論
を進めて行く。もう 1つZが不連続となる例として，よく教科書に示されているのが，図
6である。企業の供給曲線SS1S11S111は閉鎖点のところで不連続となっている。経済に所
属する企業の数は有限個であるから，供給関数，したがって超過需要関数はふの上で連
続関数とはなり得ないのである。すなわち，われわれが教科書でよく見られる生産モデル
は仮定4と整合性を持ち得ないのである。
2. 均衡
さて，ここで消費における嗜好と生産のための技術が与えられており，また家計が所有
する初期保有量も一定であるとしよう。この場合，経済主体の決定に影響を与えるものは
価格のみとなる。全ての経済主体による決定が同時に為された場合，これらの決定間に整
合性があれば，この価格を均衡価格と言う。この均衡の概念について2つの解釈がある。
1つは，この価格で供給者は売りたいと思うだけ売ることが出来，また需要者はその価格
で買いたいだけ買いうる価格としている。もう 1つは，成立した価格を変化させる動機が
存在しない価格としている。この両者の間には，何の矛盾も無いように思える。もし，売
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手，買手が自分の望まない価格であれば売買は成立せず，結局，価格は変化せざるを得な
いだろうからである。したがって価格が変化する場合には，両者の決定に整合性が末だ成
立していないことを示していると考えられるであろう。
定義1(均衡）
P*がs,に所属している価格ベクトルで z(p*)~O が成立するならば， p* は均衝価格
である。
この定義によれば z(p)>Oである場合のみが均衡でないのである。これは一見奇妙に
思えるのは缶(P)<Oも均衡となるからである。 しかし， これはワルラス法則が成立し
ているから，次の定理に示されているようにこの場合には P;=Oとなるからである。
定理1
ワルラス法則が成立しており z(p*)::;;:Oである場合， z,(p*)<oとなっている財に関
しては P,*=Oとなっている。
証明
p*ES1であるから P;""LOである。 したがって P*>Oとなる。また定理の仮定から
z*(p*):5:0となる。 semi-positiveのベクトルと非正のベクトルとの内積を作れば非正
となるから
p*z(p*):5:0 
となる。背理法で証明するため定理の結果の逆を仮定すると， 街(P*)<o のとき P;*~O
であり，価格はマイナスの値を取り得ないから結局Pi*>oとならざるを得ず， P;*z;(P*)
<oとなる。 ところが他の町に関しては z;(P*),,,;Oとなっているのであるから約*L
0に対してか'P;(P*)=Oが成立する。マイナスの数字とゼロを合計しても，やはりマイ
ナスとなるから
p*z(p*)<o 
となる。 これはワルラス法則と矛盾する。 したがって Z;(P*)<Oであればか*=Oとな
る。 圃
この定理によれば Z;*(p*)<Oである場合，すなわち（需要）く（供給）であっても均
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衡であり，その時の価格はゼロとなることを主張している。図7はこの事情を説明したも
のであり， freedisposalである点を考えれば，供給者は手もとに残った超過供給DSを
処分するのに何の問題もない。ところが図8では供給曲線はS1SDOとなっており，街=O
となる均衡点は点 D であり， 定義1の街(P*)<oの場合とは，全く異なり点 D では
z;(P*)=Oとなっているのを指摘しておきたい。さて，ここでは均衡価格ベクトル p*が
1つだけである保証は何もない場合も考慮して，均衡価格ベクトルの集合として
E= {p!z(p):S:0: pESr} 
を定義しておこう（図9を参照）。
3. 均衡解の存在
はじめに述べたようにある経済モデルに均衡解が存在するのを証明し得るや否やは，そ
のモデルの正当性を主張しうる最も重要な条件を満たしているや否やと同じである。以上
のモデルでは各経済主体の行動方程式を欠いでいるけれども，市場行動の最も抽象的で基
本的な問題を含んでいる。したがって，まずここで，この問題を最も簡単な場合として 2
財モデルから始め， l財モデルヘと進めることとし，部分均衡的説明に決別する。
さて，価格ベクトル〔Pi,P2〕は基本単体の要素であるとしたので，図10のふの中の
どこか1点で示すことが出来る。まず，ふの両端を取って p'=〔p"p』=〔0,1〕とし
p"= 〔1,0〕であるとしよう。この p'とp"を横軸に取り， それに対応する，超過需要
Z;(P) (i=l, 2)を縦軸に取ったのが図11である。 p'か p"が均衡価格であれば， この
モデルの均衡の存在が，証明出来たことになる。しかし，これは何の一般性もないから，
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p'とp"がともに均衡価格でないとしよ
う。そうすると
z(p')ギ0==:>z(p')>Oあるいは
z 
Z1(P')>o, Z2(P')<o ＋ 
Z1(P')<o, zlp')>o 
z(pll)キ0=.⇒ z(p8)>0あるいは ゜z1(P")>o, zi(pn)<o 
拓(p8)<o.zi(pn)>o 
となるであろう。まず p'の場合から考察
しよう。 Z1~0 であるから Z1(P')=O と 図 1
してみよう。そうすると Z2(P')>O
P•Z(p) =O•Z1(P')+ 1•Zz(P') =zz(p') =む(p')>o (2) 
となってワルラス法則に反する。 したがって z,(p')=Oであれば知(p')=Oとなり p'
は均衡価格となってしまう。 したがって z,(p')>oでなければならない。またワルラス
法則が成立するためには
O•z,(p') +l•Z2(P') =知(p')=O
とならなければならない。
Z1(P')>o, Z2(P')<oの場合は
O•Z1(P') +l•Z2(P') =z2(P')<O 
となり，ワルラス法則が成立しないので考察の対象とならない。他も同様である。
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pH= 〔P1,P2〕＝〇，〇〕では,z(p6)>oでなければならない。 したがって Z1(P6)>0,
Z2(P6)>0とすれば
1•Z1(Pn) +O•Zz(Pn) =Z1(P0)>0 
となりワルラス法則は成立しない。 z1(PH)>oz2(PH)=oとすれば
1•z1(P6)+0 ・約(P6)=z1(Pn)>o
したがって Z1(P0)=O, Zz(p0)>0の場合しか成立しない。 Z1(PH)>o,Z2(P6)<0であ
れば，
1•Z1(P6)+0•Z2(P6),;Z1(Pn)>O 
また z1(P6)<0,z2(P6)>0であれば
l•Z1(P6)+0•Z2(P6)=z1(P6)<0 
であって， いずれも考察の対象とはならない（図11参照）。 さて p',PH以外の価格はこ
の2点を結ぶ直線上の1点で表現できるので次のような凸結合で表現できるであろう。
p(m)=mp'+(l-m)p6ただし 1>m>o
さて p'=〔0, 1~, pH= 〔1,0〕であるのを思い出せば
p(m)=mp勺— (1-m)pH
=m 〔〇， 1)+(1-m)(l,0〕
=〔(l-m),m〕
したがって p(m)とz(p(m))の内積をつくりワルラス法則を考慮すれば次のような結
果を得る。
p(m)z(p(m)) = 〔(l-m),m〕〔瓜p(m))
Zz(p(m))〕
= (l-m)z1(P(m)) +mzz(p(m)) =O 
m, (1-m)>oであるから z(p(m))が均衡価格でないとすれば，
z1(P(m))>~. z2(P(m))>o 
z1(P(m))>o, zz(p(m))=O 
z1(P(m)) =O, Zz(p(m))>o 
z1(P(m))>o, む(p(m))<o
z1(P(m))<o, zz(p(m))>o 
の5つの場合が生じる。第1の場合では
(1-m)z1十mむ>o
となりワルラス法則は成立せず，第2,第3の場合は
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(1-m)zi+mz2>0 
となるから考察の対象ではない。第4と第5の場合には
(1-m)z1=-mz2 
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{3) 
である場合にのみワルラス法則が成立する。すなわち p',p"以外で均衡点でなければ
街の符号の向きは逆になっている。 pHに十分に近い点ではむ>oであるから z1<0とな
っているのがわかっている。このような価格をp(mO)とすれば， Z1(P(m0))<oである。
また Z1(P(l))=z1(P')>Oであるのが以上の議論からわかっている。そうすると moか
ら1へ近づけて行けば Z1(P)<Oから Z1(P)>Oへと符号が変る点が少なくとも 1つはあ
るはずである。ふはコンパクトな集合であり， また一方仮定4によって z(p)は定義域
上で連続写像である。 したがって中間値の定理を適用すれば定義域内に必ず Z1(P(m*))
=Oとなる m*が存在する。そうすると(3)式からむ(p(m*))=Oとなる。
z(p(m*)):s;;:o 
であるから，定義により p(m*)は均衡価格 p*に他ならない（図11)。ここで zの連続
性が重要な役割を演じている点に注目すべきである。もし z(p)が連続写像でなければ中
間値の定理を適用することができず，その場合には均衡解の存在を，この簡単な2財モデ
ルにおいてすら証明できないのである。一方仮定4の経済学的 implicationを与えるこ
とは困難であり， 証明に数学的 toolを使用するわれわれが払わねばならぬ犠牲である。
しかし，従来の多くの理論は，均衡が存在するかも知れないが理論が不完全なために，そ
の存在を証明し得なかった。すなわち，その理論の正当性を主張し得ないのであった。こ
れは「均衡が存在しない」のとは明確に区別するべきであって，後者の場合には各主体の
決定の間に何らかの矛盾のあることを示したものである。
4. 不動点定理と均衡の存在
l種の財の均衡を取扱うに先立って，その分析で主要な役割を演じる不動点定理に触れ
ておこう。ここでは対応ではなくて関数を使用しているから Brouwerの不動点定理で
十分である。
Brouwerの不動点定理＊
＊経済学ではブラーワーと普通呼ばれているが数学書ではプローウェルとなっていて，
ブラーワーは別人を指すのに使われている。混同がないようにしたい。
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f(x)が基本単体ふからそれ自身の中
A への連続写像であるとすればf(x*)=x*
となるような x*ES1が存在する。
J(x) 
x*= J(x*) 
の場合については，この定理の意味する
ところは案外と簡単である。図12におい
て横軸〔0,1〕は定義域を，また縦軸〔〇， 1〕は連続関数 f(x)の値城であり，両方とも
。 x* ? ?
この証明はやや複雑であるので〔3〕や
〔5〕を参照して頂きたい。後者は経済学
者向きの手ぎわよい解説書，前者は巻数
と言う新らしい概念を使って，わかりや
すく定理を証明している。ただし1次元
図 12
コンパクトな集合である。曲線 f(x)はこの連続関数を示したものであって・x*で45°線
oAを切っており炉=f(x*) となっている。 fは炉を同じ X和に写像するので不動点
となっている。すなわち曲線 f(x)が 45° 線と交わる点は全て不動点となり図に示めし
たような 1つの点になるとは必ずしも言えない。だから，不動点定理は閉区間〔O,C〕の
任意の一点から出発して，鉛筆を紙から離さずにどんな曲線でも良いから描いて，閉区間
〔A,B〕の任意の1点に到達する。その時， 対角線oAと交わらずに線が引けるかどう
かと言う問題に言い換えてもよい。 この場合， 明らかに解答は ・・No"であって， 不動点
定理が正しいのがわかるのである。
では不動点の存在を主張するこの定理と均衡解の存在とはどのような関係にあるのであ
ろうか。ここで
z(p) =p-f(p) 
と置いて見よう。 z(p*)=Oとなるのは P が f(/)不動点になる場合に限る。この事情は
部分均衡理論を使って考えれば， 比較的簡単に理解できょう。図13の上の図にかかげた
DDは需要曲線であり，下の図で SSは供給曲線である。価格p/が与えられれば需要
最は OD,となり， それに対応する供給量は 0S1である。 ところが0ふだけの供給量
を生産させうる価格は Pi' であって p/~Pi' である。 p,d から Pi' への写像を f とす
れば f(P)~P となる。 ところが f(P*)=P*となり， この点で需給最が等しく均衡点と
なる。さて図13は図1を2つの部分に分けて説明したものである。均衡点を求めるだけで
あれば，図1のような分析で十分であると考えかも知れない。しかし，図1,あるいは図
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13で均衡が存在するかどうか答えるため
51 
には先づ需給曲線の形と位置を確認する
と言う計量的な分析を終えておかねばな
らない。これは計量経済学の対象であ
る。理論経済学は定性的分析が中心であ
って，需給曲線の形状に何ら触れないで
謡論できれば， それに越したことはな
い。その点，不動点定理は関数の形につ
いて全く触れず，定義域と値域がコンパ
写像 fあるいはここで
はZが連続でありさえすれば良いのであ
クトな集合で，
って， zの形状について何の仮定も必要
でない。しかも，それでいて，解の存在
を証明し得るのであるから経済学にとっ
て， うってつけの toolであり，また強
力な toolであると言うべきであろう。
さて，次にこの不動点定理を使って財の
種類が多数である場合の均衡解の存在を
証明することにしよう。まず不動点と
into写像を定義しておこう。
??
??
?ー
?
?
??
。
?
?
?
数量
????
?
s, 数量
13 
定義2
(a) T(p)がふに所属している点をふの中への (into)写像であるとすれば， この
写像はふからそれ自身の中への写像と呼ばれる。
(b) 若千の p*に対して p*=T(p*)となる場合には， P*は T(p*)の不動点と呼ば
れる。
経済が均衡にない場合，決して，でたらめに自由に動くわけではない。各経済主体は価
格をシグナルとして，供給量・需要量を増減し，またその結果生じる超過需要量が価格を
変動させる。ここでワルラスの tatonnementにもとづいて，市場での auctioneerの規
則を次のように決めておく。
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(1) 超過需要が正である場合には，その財の価格は上昇する。
(2) 超過需要がゼロである場合には，その財の価格は変動しない。
(3) 超過需要が負である場合には， その財の価格は下落するか， 少なくとも上昇しな
い。ただし，価格は，その経済的 implicationから， いくら下落してもマイナス
の値を取ることはない。
すなわち，価格は超過需要の符号の向きと同じ方向に変動するのである。
定理2
仮定1, 2, 3, および4が満たされるならば有限個の種類の財から成る競争経済には
均衡が存在する。
証明
auctioneerの規則によって価格は超過需要と同じ方向に動く。 したがって，もし均衡
価格であれば，価格は変動しないことになる。このことは，もし auctioneerの規則を関
数で示した場合，変数に均衡価格を挿入した場合，やはり同じ均衡価格が写像されて出て
来るのである。図14はこの事情を説明したものであってp"'は均衡価格であり M(p)は
auctioneerの規則を示す写像である。
p, 
ー
。
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図 14
step 1 
まず auctioneerの規則を示す連続関
数 M;(P)のもたねばならぬ性質をリス
ト・アップして見よう。
(a) Z;(P)>Oの場合， しかもその場
合にのみ M;(P)>O
(b) 街(p)=Oの場合， しかもその場
合にのみ M;(P)=O
(c) 街(P)<Oの場合， その場合にの
み M;(P)堡
(d) 価格は非負であるから(a)~(c)の全
ての場合に変動の結果得た新らし
い価格はか+M;(P)20
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さて(a)~(d)までの条件を満たすような写像が，存在するか否かが， 次の問題である。
鳩 (p)=max〔一P1,k西 (p)), k;>OとM;(P)=max〔゜， k;z;(P)〕，屁>O との2つを
例としてあげてみよう。前者から，これらの条件を満たしているかどうか試べてみよう。
Z;(P)>O と仮定しよう。 P;~O であるから， M;(P)=max〔ー P;,k西 (p)〕は勿論
M,(p) =k;z;(P)>Oとなる。したがって， (a)を満たす。次に Z;(P)=Oであれば M;(p)
=max 〔ー Pi, k;Z;(P)〕=max 〔ー P;,o〕=Oとなり， (b)を満たす。街(P)<Oの場合は
M;(p)=k西 (P)<Oとなるか， M;(P)=-P;:S::Oとなるかである。したがってM;(P)<o
であるか， M;(P):S::Oとなる。また引(P)<Oであって均衡である場合はか=Oとなっ
ているから M;(p)=Oとなり，この場合に限って(b)が満足される。ただし，街(P)<Oの
場合は (d)が成立するように k;を決めておかねばならない。この点は十分に注意して，
取扱うべきである。 これで M;(P)=max〔ー P;,k由 (p)〕が(a)~(d)を満足するのがわか
る。
M1(p)=max 〔〇，知(p)〕については街(P)>Oであれば， M,(P)>Oとなり(a)か満
たす。街(p)=Oであれば M1(p)=max〔〇，〇〕となり，結局は(b)を満足する。街(P)<O
のときは M1(p)=max〔〇，柘街(p)〕=Oとなって(c)を満足する。
また，街(P)>oであれば M;(P)>Oとなるから， M;(p)街(P)>O。街(p)=Oであれ
ば M;(P)=Oとなるから， M;(P)街(p)=O。街(P)<Oであれば M;(p)堡となるから，
M;(P)街(P)LOとなり， 3つの場合を総合すれば
M;(P)街(P)LO . for al i (3) 
となる。さて，このように超過需要に応じて価格を上下させたので，偶然の場合以外では
基本単体の中におさまらないようになっていると考えるのが妥当であろう。すなわち
I I 
:E(P汁M;(P))=訟'~1
i=l i=! 
(4) 
ただし P;'は新らしく決定された価格である。 したがって，新らしい価格を基本単体
に閉じ込める必要がある。そのためには p+M(p)(ただし M(p)は M;(P)を成分と
するベクトルである）の 1つ1つの成分を，それの合計で割ればよい。 (d)の条件があるの
で全ての成分は非負である。 e=〔1,1, …，1〕とすれば
〔p+M(p)〕e~o 
である。 しかし分母であるためには〔p+M(p)〕e~o. すなわち〔p+M(p)〕e>oでな
ければならない。 PES.、である場合に〔p+M(p)〕e>oとなるのを背理法で証明するた
め〔p+M(p〕e=O, すなわち〔p+M(p)〕=0と仮定する。そうすると
53 
54 闊西大學「継清論集」第34巻第1号 (1984年4月）
O= 〔p+M(p)〕z(p) =pz(p) +M(p)z(p) 
=M(p)z(p) 
(3) 式から M;(p)z;(p)訊 foral iとなるから M(p)z(p)=Oは M,(p)z1(p)=O
を意味する。 pE:S1であるから，ある iについて P,>oが成立している。すなわち
(l M;(p)=-P,<oとなっているものがあるか，
(2)・M;(P) =k出 (p)となっているものがあるか，
である。 (1)の場合では M,(P)<oであるから， M;(P)街(p)=Oとなるためには街(p)=
0とならねばならない。 (b)によれば，街(p)=Oであれば M;(p)=Oとなり，矛盾が生じ
る。＇したがって〔 p+M(p)〕e>oである。 (2)の場合， K西 (P)>Oであれば， k,>oと仮
定したから街(P)>O となる。 Z;(P)>Oであれば M;(p)z;(P)>oとなり仮定と矛盾す
る。したがって (p+M(p)〕>O. である。
-P,<z,(p)<oの場合には M;(P)=z;(P)<oとなる。 M;(P)Z;(P)=Oであるために
は z,(p)=Oでなければならぬ。これは仮定と矛盾する。 したがっていづれの場合も〔P
+M,p)〕>Oとなるので全ての pES1に対して
〔p+M(p)〕e>O 
が成立する。
また M,(p)=max〔〇，栖(p)〕 i=l,2, …，lの場合印食 foral iであれば
(5) 
M,(p)=Oとなり，p+M(p)>Oが成立する。また街(p)>o for some iであれば島(p)
=k西 (P)>Oとなり他は M;(P)=Oとなっている。したがって p+M(p)>Oである。 ． 
どの場合であっても〔p+JJl(p)〕e>oとなって， これを分母として利用する写像をつく
れるのがわかった。したがって
T(p)= 
p+M(p) 
〔p+M(p))e (6) 
がs,fこやはり所属する新らしい写像となった。
step 2 
さて， T(p)に均衡価格 P*を挿入して見よう。均衡の定義により z(p*)$0であり，
街(P*)<oのときは P,*=O となっている。街=Ofor al iのときは M,(p)=Oであ
り; ~M,(p)=O。したがって
T;(p*)= 
P,*+M,(p*) が＝＝ 〔P*+M(p*))e 1 P,* 
また z;(P*)<ofor some j については定理1と条件(a)~(d)により 約+M;(lp)~O
54 
簡単な市場均衡モデル（神保）
島 (p)=O となっている。すなわち
乃(p*)=が＋島(p*)〔P*+M(p*)〕e＝幻*=O
l か＊＋鳩(p*) 〔P*+M(p*)〕e工 ＝ 曰〔p*+M(p*)〕e 〔P*+M(p*)〕e
したがって均衡の場合は
p*=T(p*) 
=1 
となって P*が Tの不動点であることが確認された。
次に不動点であれば均衡点であることを証明しておこう。
p*=T(p*)であるから
T(p*)= 
P*+M(p*) 
〔P*+M(p*)〕e=p* 
すなわち
{p*+M(p*))e}が=p*+M(p*)
{p*+M(p*)〕e}p*-p*=M(p*) 
となる。ここで).:= 〔P*+M(p*)〕e-1とおけば
M(p*)=).p* 
(8) とz(p*)の内積を作り，ワルラス法則を適用すれば
M(p*)z(p*) =).p*z(p*) = O 
Z;(P*)~O であるから街(P*)=O の場合は
M(p*)z(p*) = 0 
s 
(7) 
(8) 
街(P*)<oである場合は前に見たように M;(p*)=Oとなる。したがって P*が均衡価格
である場合には
M;(p*)街(p*)= O for al i (9) 
となる。
背理法でP*が均衡価格であることを証明するために街(p*)>oであると仮定しよう。
そうすると
M;(p*)街(p*)=O
であるから M;(P)=Oでなければならない。 (a)の条件によれば Z;(P*)>Oの場合には
M心 *)>oとならなければならない。これは矛盾である。したがって
z(p*)::50 for al i 
が成立していることになり， p*は均衡価格である。 霞
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あとがき
ここで述べたものは主として〔1〕の第2章の前半の解説である。比較的簡単なので，
この研究ノートから除外するつもりであったが，ここでの議論が案外と理解されていない
ので，敢てペンをとった次第である。ここ約10年来，、大学院のテキストとして〔1〕を使
用して来たから，これで少なくとも10度は読んでいることになる。また熊谷尚夫，清水義
夫，三崎一明の三先生との読書会でのテキストでもあった。特に熊谷先生にはお忙しい時
間を割いて懇切丁寧なご指導を頂いた。ここに深く感謝の意を表したい。
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